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요약: 감쇠구조물의 해석을 위해서는 정확한 감쇠모델을 구성하는 것이 중요하지만, 감쇠특성을 모델링 하는 것은 매우 

어려운 일이다. 부정확한 감쇠 모델링에서 기인하는 오차는 진동 소음 문제 및 구조물 안전 평가 등에 많은 어려움을 

주고 있다. 본 연구에서는 주파수 응답함수를 이용한 비비례 점성감쇠행렬 추정기법을 제시하였다. 복소 주파수 응답함

수는 구조물의 실험데이터로부터 계측되며, 정상상태 주파수 응답함수는 계측된 복소 주파수 응답함수로부터 추정된다. 

제안된 기법을 통해 비비례 점성감쇠 행렬을 추정하였으며, 두 가지 수치 예제(집중질량 모델과 외팔보)를 통해 제시된 

기법을 검토하였다. 결과적으로 두 가지 예제 모두에서 비비례 점성감쇠 행렬을 정확히 추정할 수 있었다. 

주제어: 감쇠행렬 추정, 복소 주파수 응답함수, 정상상태 주파수 응답함수

Abstract: Accurate identification of damping matrix in structures is very important for predicting vibration responses and estimating 

parameters or other characteristics affected by energy dissipation. In this paper, damping matrix identification method that use normal 

frequency response functions, which were estimated from complex frequency response functions, is proposed. The complex frequency 

response functions were obtained from the experimental data of the structure. The nonproportional damping matrix was identified 

through the proposed method. Two numerical examples (lumped-mass model and cantilever beam model) were considered to verify 

the performance of the proposed method. As a result, the damping matrix of the nonproportional system was accurately identified.

Keywords: Damping matrix identification, Complex frequency response function, Normal frequency response function 

1. 서 론
현재 해양구조물, 선박, 잠수함 등의 고성능, 대형 구조

물의 진동을 줄이기 위하여 감쇠 성능을 향상 시킨 감쇠복

합재가 널리 사용되고 있다. 감쇠구조물의 해석을 위해서

는 정확한 감쇠모델을 구성하는 것이 중요하지만, 감쇠특

성을 모델링 하는 것은 매우 어려운 일이다. 부정확한 감쇠 

모델링에서 기인하는 오차는 진동 소음 문제 및 구조물 안

전 평가 등에 많은 어려움을 주고 있다. 이러한 이유로 국

내/외에서 감쇠행렬을 추정하는 기법의 연구가 많이 진행

되고 있다.

감쇠행렬 추정방법은 데이터 이용방법에 따라 크게 간접

방법(Indirect method)과 직접방법(Direct method)으로 나누어

진다.  간접방법은 진동 데이터에서 고유진동수, 감쇠비, 모

드형상과 같은 모드 특성치(Modal parameter)를 추정하여 

수치모델(대부분의 경우 유한요소 모델)의 행렬을 수정하

는 방식으로 감쇠행렬을 추정하는 방법이다. Lee et al. [1]

은 유한요소 모델 개선기법(Finite element model updating)

을 이용한 비례 감쇠행렬과 비비례 감쇠행렬을 추정기법을 

연구하였다. Park et al. [2]은 유전알고리즘을 이용한 감쇠

행렬 산출법에 대하여 연구를 수행하였으며, Min et al. [3]

은 유한요소 모델 개선기법을 이용한 비비례 감쇠행렬 추

정기법을 발표하였다. 간접방법의 경우 감쇠행렬의 정확한 

추정을 위해서는 모델의 질량행렬과 강성행렬이 정확히 추

정되어야 하는 어려움이 있다. 

반면에 직접방법은 모델을 이용하지 않고 획득된 진동 

데이터로부터 감쇠행렬을 바로 추정하는 방법이다. 감쇠행

렬 추정을 위한 직접방법 연구로써 Lee and Kim [4], Kim 

et al. [5], Pradhan and Modak [6]은 정상상태 주파수 응답함

수(Normal frequency response function)와 복소 주파수 응답

함수(Complex frequency response function)의 관계를 이용한 

감쇠행렬 추정 방법에 대하여 연구하였다. Min et al. [7]은 

복소 고유주파수와 복소 모드형상을 이용하여 집중질량 모
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델에 적용 가능한 감쇠행렬 추정 기법을 연구하였다. Arora 

[8]은 정상상태 주파수 응답함수를 이용하여 구조 감쇠행

렬을 추정하는 연구를 발표하였다. 

 본 연구에서는, Arora [8]에서 제안한 구조 감쇠행렬 추

정기법을 수정하여 비비례 점성감쇠행렬을 추정하는 기법

을 제안하고, 두 가지(3자유도 집중질량 모델과 외팔보 모

델) 수치모델을 이용하여 제안된 기법의 정확도를 검토하

였다. 

2. 감쇠행렬 추정
2.1 주파수 응답 데이터를 이용한 감쇠행렬 추정

 자유도 점성감쇠 시스템의 운동방정식은 아래와 같다.

                       (1)

여기서, 은 질량행렬, 는 감쇠행렬, 는 강성행렬

이며, 와 는 시간에 따른 변위 벡터와 힘 벡터

이다. 위첨자 ‘’는 감쇠시스템을 의미한다. 조화가진, 

 ,으로 가정하면 식 (1)은 아래와 같이 정

리된다.

                   (2)

여기서,   이며 는 허수를 나타낸다. 식 

(2)에서 은 아래와 같이 표현될 수 있다.

     
                     (3)

여기서, 은 실수 혹은 정상상태 주파수 응답함수을 

나타내며, 위첨자 ‘’은 실수 혹은 정상상태를 의미한다.  

식 (3)을 식 (2)에 대입하고, 양변에  를 곱하여 식 

(4)를 얻을 수 있으며, 그 후 식 (5) 변환행렬[9]를 식 (4)에 

대입하여 정리하면 식 (6)을 얻을 수 있다.

                    (4)

                                       (5)

                         (6)

식 (6)에서 변위 벡터, ,는 힘 벡터와 복소 주파수 

응답함수의 곱으로 표시될 수 있다.

   
 

          (7)

식 (7)을 이용하면, 식 (6)은 아래와 같이 정리된다.

   
 

                    (8)

식 (8)을 실수부와 허수부로 정리하면


 

 
 

            (9)

정상상태 주파수 응답함수의 경우 허수부는 0이 되어야 

하므로,


 

 


                   (10)

식 (10)을 감쇠행렬로 정리하면,

  

  


 
 


                   (11)

식 (11)은 감쇠행렬을 구하기 위한 기본식이 되며, 정상

상태 주파수 응답함수와 복소 주파수 응답함수의 관계는 

다음과 같다.

  
 

 
 




              (12)

측정을 통해 개의 복소 주파수 응답데이터를 획득할 

경우 식 (11)은 아래와 같이 정리될 수 있다.

 × 














⋮








 × 

 






 

 
 



 

 
 

⋮



 

 
 






 × 

       (13)

여기서, 위첨자 ‘+’는 유사역행렬(Pseudo inverse matrix)을 

의미한다. 정리하면, 측정을 통해 개의 복소 주파수 응답

데이터를 개의 자유도에서 획득할 경우 식 (13)을 이용하

여 ×   크기의 감쇠행렬을 추정할 있다.

2.2 3자유도 비비례 점성감쇠 시스템

제안된 기법을 검증하기 위하여   는 10kg, 

14kg, 12kg이며,   는 2000N/m, 3000N/m, 2500N/m이

고,   는 2.1Ns/m, 3.2Ns/m, 2.5Ns/m인 3자유도 비비례 

점성감쇠 시스템을 Figure 1과 같이 구성하였다. 이 시스템

을 구성하는   는 Table 1과 같다. 이 중 과 는 

알고 있는 상태로 가정하였으며, 는 모르는 상태로 제안

된 기법을 통해 추정하는 수치검증 시나리오를 고려하였

다. 3자유도 수치모델로부터 9개의 복소 주파수 응답함수

를 획득 하였으며, 이중 0 ~ 50Hz 범위에서 획득된 복소 

주파수 응답함수 데이터만을 감쇠행렬 추정에 이용하였다. 

Figure 1: 3-DOF nonproportional viscous damping system
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Mass matrix
Viscous 

damping matrix
Stiffness matrix

10 0 0 5.3 -3.2 0 5000 -3000 0
0 14 0 -3.2 5.7 -2.5 -3000 5500 -2500
0 0 12 0 -2.5 2.5 0 -2500 2500

Table 1: System matrices of 3-DOF nonproportional viscous 

damping system

식 (13)을 통해 추정된 시스템의 복소 주파수 응답함수

와 수치모델의 복소 주파수 응답함수를 비교하여 정확성

을 검토하였다. Figure  2와 Figure  3은 추정된 모델과 수

치모델의 복소 주파수 응답함수, FRF1,1과 FRF2,3 이다. 

FRFi,k에서 i는 가진점 위치, k는 응답점 위치를 나타낸다. 

검정색 실선은 수치모델의 복소 주파수 응답함수이며, 빨

간색 점선은 추정된 시스템의 복소 주파수 응답함수로 두 

선이 매우 잘 일치하는 것을 확인 할 수 있다. 추정된 감

쇠행렬과 오차율을 Table 2에 정리하였다. Table 2로부터 

추정된 감쇠행렬이 수치모델과 정확히 일치하는 것을 확

인 할 수 있다.

Figure 2: Overlay plot of simulated experimental FRF1,1 and 

identified FRF1,1

Figure 3: Overlay plot of simulated experimental FRF2,3 and 

identified FRF2,3

Estimated damping matrix from FRFs without noise
5.30 -3.20 0.00 
-3.20 5.70 -2.50 
0.00 -2.50 2.50 

Absolute error [%]
0.00 0.00 0.00 
0.00 0.00 0.00 
0.00 0.00 0.00 

Table 2: Estimated damping matrix from FRFs without noise 

and absolute error 

2.3 외팔보 유한요소 모델

제안된 기제안된 감쇠행렬 추정기법을 검증하기 위하여 

원형 외팔보 모델을 Figure 4와 같이 생성하였다. 수치해석 

모델에 사용된 물성치와 수치는 Table 3과 같다. 총 20개의 

요소와 21개의 절점으로 구성되었으며, 각 절점 당 2개의 

자유도(회전과 병진 자유도)를 가지고 있다. 따라서 한쪽 

고정조건을 고려하면 외팔보의 질량행렬과 강성행렬은 

× 의 크기를 가진다. 이러한 경우 식 (13)을 통해 감쇠

행렬을 추정하기 위해서는 총 1444개의 복소 주파수 응답

함수를 추정해야 하는 어려움이 있다. 또한 실제 실험모델

의 자유도는 센서의 측정자유도와 사용된 개수의 곱으로 

제한되기 때문에 자유도 축소가 고려되어야 한다. 이러한 

자유도의 제한을 고려하기 위해 자유도 축소기법[10]을 사

용하여 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21번 절점에서 각각  

3, 7, 11, 15, 19, 23, 27, 31, 35, 39번의 병진자유도만을 가

지는 10자유도 모델로 수치모델을 축소시켰으며, 축소된 

모델과 축소 전 모델의 1 ~ 10차 고유주파수들의 차이가 

0.05 %보다 작게 되도록 하였다. 축소된 질량행렬과 강성

행렬을 각각 과 로 정의하였으며, 식 (14)를 이용하

여 비비례 점성감쇠 행렬을 구성하였다. 

   ×  ×                     (14)

여기서, 와 는 감쇠행렬과 강성행렬의 번째 행과 

번째 열의 성분, 는 0 ~ 1사이의 불규칙 값이다. 생성

된 비비례 감쇠행렬을 Table 4에 나타내었다.

Figure 4: Finite element model of a cantilever beam

Beam Property Value
Modulus of elasticity,  × 

Mass density,   

Length,   
Diameter,   

Table 3: Properties of a FE model



민천홍 ․ 김형우

한국마린엔지니어링학회지 제40권 제4호(2016.5)                                                            372

, , 로부터 100개의 복소 주파수 응답함수를 획

득하였다. 이중 0 ~ 5000Hz 범위에서 획득된 복소 주파수 

응답함수 데이터(Case 1)와 0 ~ 1000Hz범위에서 획득된 복

소 주파수 응답함수 데이터(Case 2)를 각각 감쇠행렬 추정

에 이용하였다. Case 1과 Case 2에서 추정된 모델과 수치모

델의 복소 주파수 응답함수를 Figure 5와 Figure 6에서 비교

하였다. Case 1과 Case 2 모두에서 추정된 모델의 복소 주파

수 응답함수와 수치모델의 복소 주파수 응답함수가 매우 잘 

일치하는 것을 확인 할 수 있다. 이 결과는 직접법이 가지고 

있는 장점을 잘 보여준다. ×   크기의 감쇠행렬을 추정

하기 위해서 직접법은 × ×    크기의 복소 주파수 응

답함수 행렬이 필요하고, 간접법의 경우 개의 모드 특성치

가 필요하다. 다시 정리하면, ×   크기의 감쇠행렬을 

추정하기 위해서 직접법의 경우 ×   점에서 복소 주파

수 응답함수를 계측하면 되기 때문에 간접법과는 다르게 자

유도에 제한이 없다. 간접법의 경우 일반적으로 ×   크

기의 감쇠행렬을 추정하기 위해서는 개의 고유주파수 혹

은 고유모드 등을 추정하여야 하는 단점이 있다.

진동실험을 통해 실제 계측된 데이터에는 잡음이 필연적

으로 포함되기 때문에 잡음에 대한 강건성(Robustness) 검

토가 필요하다. 잡음에 대한 강건성 검토를 위해 Case 1의 

복소 주파수 응답함수 데이터에 2%의 잡음을 인위적으로 

추가하여(Case 3) 감쇠행렬 추정에 적용하였다. Figure 7은 

Case 3에서 추정된 모델의 복소 주파수 응답함수와 수치모

델의 복소 주파수 응답함수를 비교한 것으로 매우 잘 맞는 

것으로 보인다. 그러나 Figure 7에서 보이는 것과는 달리 추

정된 감쇠행렬(Table 5)은 수치모델의 감쇠행렬과 많은 차

이를 보였는데, 이러한 오차는 복소 주파수 응답함수에 포

함된 잡음에서 기인한 것으로 생각된다.

Damping matrix
52.39 -37.45 2.15 -3.68 0.07 0.09 -0.28 0.45 -0.48 0.14 

-37.45 49.36 -36.09 7.65 -2.91 0.00 0.40 -0.93 0.54 -0.20 

2.15 -36.09 42.58 -35.12 10.70 -2.78 0.01 0.38 -0.55 0.05 

-3.68 7.65 -35.12 2.32 -3.66 13.02 -2.56 -0.01 0.72 -0.01 

0.07 -2.91 10.70 -3.66 9.38 -18.42 7.02 -2.28 0.07 0.16 

0.09 0.00 -2.78 13.02 -18.42 24.96 -35.90 5.23 -1.93 0.08 

-0.28 0.40 0.01 -2.56 7.02 -35.90 27.17 -5.07 2.10 -0.58 

0.45 -0.93 0.38 -0.01 -2.28 5.23 -5.07 12.02 -19.88 4.14 

-0.48 0.54 -0.55 0.72 0.07 -1.93 2.10 -19.88 12.69 -6.97 

0.14 -0.20 0.05 -0.01 0.16 0.08 -0.58 4.14 -6.97 1.82 

Table 4: Nonproportional damping matrix of numerical model

Figure 5: Overlay plot of simulated experimental FRF1,1 and 

identified FRF1,1,, Case 1

Figure 6: Overlay plot of simulated experimental FRF1,1 and 

identified FRF1,1,, Case 2

Figure 7: Overlay plot of simulated experimental FRF1,1 and 

identified FRF1,1, Case 3
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Damping matrix

54.69 37.15 10.76 -85.16 5.01 67.10 -37.01 -47.56 -9.83 -4.88 

-49.45 -45.36 -40.51 111.82 -9.86 -78.92 49.50 51.23 14.56 11.58 

23.05 59.99 30.62 -103.6 31.71 69.59 -44.21 -51.82 -10.28 -17.18 

-24.50 -61.78 -32.09 89.66 -54.94 -66.57 41.09 40.35 7.80 14.44 

4.38 74.66 27.51 -71.92 60.38 40.42 -39.97 -24.99 -4.69 -11.68 

-2.57 -60.64 -25.39 24.88 -56.84 -21.53 0.72 29.61 -6.83 14.68 

0.90 46.17 28.64 -7.66 50.17 -17.23 -5.36 -3.71 -3.35 -9.54 

-1.38 -36.65 -27.87 -10.93 -34.96 6.24 8.80 -16.97 -19.35 13.36 

3.88 17.75 24.41 4.68 27.59 -17.14 12.48 -36.01 7.65 -17.65 

1.67 -7.35 -7.81 -3.18 -3.67 -0.45 9.60 -6.25 -4.11 1.96 

Table 5: Identified nonproportional damping matrix, Case 3

3. 결  론
본 연구에서는 비비례 점성감쇠행렬 추정을 위해 복소 

주파수 응답함수를 이용하는 직접추정 기법을 제안하였으

며, 제안된 기법을 3자유도 집중질량 모델과 외팔보 수치 

모델을 통해 성능을 검토하였다. 수치 모델을 이용한 성능

검토를 통하여 다음과 같은 결론을 얻을 수 있었다. 

(1) ×   크기의 복소 주파수 응답함수를 계측할 수 

있다면, ×   크기의 비비례 점성감쇠행렬을 바로 추정

할 수 있다. 이 경우 수치 모델이 필요 없기 때문에 모델 

업데이트와 같은 추가적인 계산비용이 소모되지 않는다. 

(2) 시험모델에 적용할 경우 자유도 축소기법을 연계하

여 사용하면 효율적으로 비비례 점성감쇠행렬을 추정할 수 

있다. 

제한된 기법을 실제 구조물에 적용하기 위해서는 다음과 

같은 사항들이 연구될 필요가 있다. 

(1) 제안된 기법의 잡음에 대한 강건성 연구가 수행될 필

요가 있다. 실제 계측된 데이터에는 필연적으로 잡음이 포

함되기 때문에 잡음에 대한 강건성 확보가 필요한데, Case 

3과 같이 잡음이 포함된 데이터를 이용할 경우 오차가 크

게 나타나는 것이 확인 되었다. 

(2) 보다 정확하고 효율적인 감쇠행렬 추정을 위해서는 추

정에 사용되는 복소 주파수 응답함수의 범위 최적화 연구가 

진행될 필요가 있다. 위의 사항들을 고려하여 실제 구조물에 

적용 가능한 감쇠행렬 추정기법을 향후 개발하고자 한다.
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